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SUI 


QUADRILATERI SGHEMBI 


CIRCOSCRITTI AD UNA QUADRICA 


1. L'illustre Poncelet, nel suo trattato sulle proprietà proiet- 
tive delle figure, enuncia la seguente proposizione, che pare egli at- 
tribuisca a Brianchon (1): I punti di contatto di una quadrica 
coi quattro lati di un quadrilatero sghembo qualunque ad essa 
circoscritto giacciono in uno stesso piano. 

Questa proposizione non è pienamente esatta: essa, infatti, 
significherebbe che il quarto lato di uno qualunque dei quadri- 
lateri sghembi circoscritti ad una quadrica, tre lati del quale 


(1) Riferirò il testo preciso di PoncELET: Traité des propriétés protectives 
des figures, deuxième édition. Paris, 1865, tome premier, pag. 78. 

SALES , Si tous les points de contact, moins un, des côtés d’un po- 
lygone gauche quelconque, circonscrit à une surface du second ordre, étaient 
situés dans un même plan, le dernier s’y trouverait nécessairement aussi, 
pourvu toutefois que la disposition des points soit telle, qu'il y en ait un 
nombre pair ou impair sur le prolongement des côtés, suivant que le poly- 
gone est lui-même d’un ordre pair ou impair. Cette circonstance ayant 
lieu, en particulier, pour le cas d’un quadrilatère circonscrit à une surface 
de second ordre, il en résulte ce corollaire déjà connu (*): 

» Dans tout quadrilatère gauche circonscrit à une surface du second 
ordre, les quatre points de contact sont dans un même plan ». 

All’asterisco (*) corrisponde una nota a piè di pagina dicente : 

Mémoire sur les lignes du second ordre, par C.-J. BRIANCHON, p. 14, note. 


* Bruno, 
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tocchino questa superficie in tre punti dati, deve toccare la su- 
perficie stessa in un punto della conica, secondo cui essa è tagliata 
dal piano passante pei tre punti dati. Ora io mi propongo di 
far vedere che, detti A, A, A’ tre punti dati qualunque di una 
quadrica data S, perchè sieno possibili quadrilateri sghembi cir- 
coscritti a questa quadrica aventi tre lati, che la tocchino ri- 
spettivamente nei punti A, A, A" suaccennati, non è necessario 
che il punto di contatto di S col quarto loro lato sia sulla co- 
nica € intersezione di S col piano A A’ A’, ma che il medesimo 
può anche essere un punto arbitrario di una qualunque di tre 
altre coniche @, 0, Q ", sempre reali, generalmente distinte fra di 
loro, sezioni di S con tre piani, dei quali do la determinazione. 

2. Per due, A ed A’, dei tre punti dati (fig 1°), e nei piani 
a eda’ tangenti ad S in questi punti, sieno condotte due rette 
arbitrarie @' ed a”. I quadrilateri circoscritti ad S, che hanno 
le rette a' ed @ per due loro lati opposti, hanno, per altri due 
lati, due delle posizioni di una retta, la quale si muova in modo 
di incontrare sempre le rette «' ed a’ e di essere sempre tan- 
gente alla quadrica S. 

Sia b una delle posizioni della retta mobile: sieno H', H” i 
punti in cui essa taglia rispettivamente le rette a ed a”, e B 
il suo punto di contatto con S. Dicasi K' il punto, in cui a' è 
tagliata dal piano a", e G il punto d’intersezione di a” col 
piano a. 

Consideriamo la quadrica rigata £ luogo delle rette, che 
congiungono gli elementi corrispondenti delle due punteggiate omo- 
grafiche poste luna sulla retta «' l’altra sulla a’, nelle quali 
ai punti H, K, A della prima corrispondono rispettivamente i 
punti H", A", G della seconda. 

Le due generatrici rettilinee di Z, che passano per A’, sono a 
ed À G” che giacciono nel piano x : similmente le due gene- 
ratrici di =, che si tagliano in A’, sono a ed A” K' poste nel 
piano «". La quadrica X è dunque bitangente ad S, eppercid 
l’intersezione di S con X è il sistema di due coniche, i cui piani 
passano per la retta A'A”: e queste coniche si confondono in 
una sola perchè, se esse fossero distinte, qualunque generatrice 
rettilinea di 5, che non’ passi per A’ o per A’, dovrebbe ta- 
gliarle in due punti differenti fra loro, ossia dovrebbe tagliare $ 
in due punti distinti. Oxa fra le generatrici di = che non pas- 
sano nè per A, nè per A’ vi ha la retta b, la quale, per ipotesi, 





SUI QUADRILATERI SGHEMBI 5 


è tangente ad S in B: la quadrica rigata 2 è dunque circoscritta 
ad § secondo la conica sezione di S col piano A'A"B. Ossia, mo- 
vendosi la b in modo continuo, ed in guisa che in ogni sua posi- 
zione sempre si appoggi sulle rette a’ ed « e sempre tocchi la 
quadrica S. il luogo dei punti di contatto di questa superficie 
colla retta mobile è la conica suddetta intersezione di S col 
piano AA’ B. 

3. Dal punto H' di a’, oltre la b, si può condurre un'altra 
retta, la quale incontri la a’ e tocchi S, poichè da H si pos- 
sono condurre due tangenti alla conica sezione di S col piano 
Ha’. Sia e questa seconda retta, e C il suo punto di contatto 
cod S: il ragionamento fatto nel numero precedente dimostrerà 
che se la retta c, restando sempre tangente ad S ed appoggian- 
dosi sempre alle due rette «' ed a, si muoverà con moto con- 
tinuo, genererà una quadrica rigata © circoscritta ad S secondo 
una conica, il cui piano è A A°C. 

E poi manifesto che, oltre le generatrici rettilinee delle qua- 
driche Z e ©, che sono di sistema contrario alle loro genera- 
trici comuni a ed 4", non vi hanno altre rette, che soddisfino 
alle condizioni di secare le a ed a e di essere tangenti ad S. 
E che, quindi, se un quadrilatero circoscritto ad S ha per due 
suoi lati opposti le rette a, a", i punti di contatto degli altri 
suoi due lati colla quadrica apparterranno all’ una od all'altra 
delle coniche sezioni di S coi piani A'A"B, A'A"C: e che vice- 
versa, se si scelgano due punti arbitrari M ed N tutti e due 
sopra una stessa, oppure luno sull’una Taltro sull’altra delle due 
coniche suddette, è sempre possibile un quadrilatero di cui @ 
ed @ sieno due lati opposti, ed i cui altri due lati tocchino $, 
Vuno in M, l’altro in N. 

4. I piani A’A"B, A'A"C sono, in generale, distinti fra di 
loro, perchè essi sono armonici coniugati rispetto ai piani A'a’, 
Aa'. Per dimostrarlo consideriamo il fascio dei quattro piani 
ora nominati: la sua sezione col piano Ha’ è il fascio di raggi 
A'B, A"C, A"H' ed a". Ora nella conica, secondo cui il piano 
Ha” taglia la quadrica S, conica che è toccata in A” dalla 
retta a", il punto H' è il punto di concorso delle tangenti in B 
ed in C: epperciò il detto fascio di raggi è armonico. 

Ne segue che, quando i punti M ed N, di cui si è parlato 
nel numero precedente, appartengono l'uno al piano A'A'B, 
l’altro al piano A'A"C, i punti di contatto dei quattro lati del 
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quadrilatero circoscritto ad S, che è determinato dai detti punti 
M, N e dalle rette @ ed a’, non giacciono in uno stesso piano (1). 
5. Esaminiamo alcune circostanze particolari, che possono 
arrivare nel caso, in cui la quadrica § sia rigata. 
1° Se una, a’. delle due rette date a, a@ sia una gene- 
ratrice rettilinea di S, il punto H' appartiene alla sezione fatta 
in S dal piano H'a” ed i due punti B e © si confondono fra 
loro e col punto H': i piani A'A'B ed A'A'C si riducono 
perciò tutti due al piano A"«, e quindi i punti, che abbiamo 
chiamato M ed N, sono posti, o sopra a, o sulla generatrice ret- 
tilinea di S, che passa per A’ ed è di sistema contrario ad a. 
2° Quando a ed a sono generatrici rettilinee di § ap- 
partenenti allo stesso sistema, i punti M ed'N sono pienamente 
indeterminati sulla S, poichè due generatrici rettilinee arbitrarie 
di questa superficie, le quali sieno di sistema contrario a quello 
delle a' ed a", formano con queste due rette ultime nominate 
un quadrilatero circoscritto alla quadrica. 
3° Le rette a, @ sieno comunque condotte per i punti 
A' ed A" nei piani, che toccano S nei punti ora detti, ma questi 
punti A’ ed A” sieno posti su d'una stessa generatrice rettilinea g 
della quadrica. I piani A AB, A A C passano per g, e se- 
cano S tutti due secondo questa generatrice g, ed inoltre 
ciascuno di essi secondo un’altra generatrice h o % di sistema 
diverso da quello della g. I punti in cui À e k incontrano la g 
sono armonici coniugati rispetto ad A’ ed A": ed i punti M, N 


(1) Se i punti M ed N giacciono in uno stesso dei due piani A'A"B, 
A'A"C, il punto di contatto colla quadrica è posto per ciascuno dei quattro 
lati del quadrilatero, o per due di essi lati, o per nessuno di essi, sul pro- 
lungamento del segmento compreso fra i vertici, che stanno sul lato con- 
siderato: se invece i punti M ed N sono collocati l’uno nell’uno, l’altro 
nell’altro dei piani A'A” B, A'A”C, i lati del quadrilatero, che toccano la 
quadrica in un punto del loro prolungamento, so:.o sempre tre, oppure uno 
solo. 

A convincersene basta proiettare il quadrilatero, parallelamente alla 
congiungente i punti A’, A”, sopra un piano qualunque. 

L'errore in cui è caduto il PonceLET nel dedurre la proposizione, che 
io mi proposi di correggere, proviene dallavere egli creduto (vedi nota alla 
pag. 3) che in nessun quadrilatero circoscritto ad una quadrica vi potesse 
essere un numero impari di lati, che toccassero la superficie in un punto 
del loro prolungamento. 
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possono allora essere presi arbitrariamente o tutti due sopra una 
medesima, oppure uno sull’ una l’altro sull’ altra di due qua- 
lanque delle tre rette g, h e k. 

Noteremo ancora che, qualunque sia la quadrica S, se le rette 
a eda sono poste in uno stesso piano, un quadrilatero circo- 
scritto ad S, del quale a’ ed 4" sono due lati opposti, giace 
tutto nel piano di queste rette, epperciò questo piano conterrà 
necessariamente i punti M, N di contatto fra S e gli altri due 
lati del quadrilatero. i 

6. Passiamo ora alla ricerca dei quadrilateri circoscritti ad 
una quadrica qualunque S, tre lati di ciascuno dei quali deb- 
bano toccare la S rispettivamente nei tre punti dati A, A, À 
di essa quadrica, ed alla determinazione del luogo dei fot A, 
di contatto fra S ed il quarto lato di quei quadrilateri. 

Per A, nel piano © tangente in A ad S (fig. 2°), sia con- 
dotta una retta arbitraria a: sieno & , æ le congiungenti i punti 
A’ ed A” rispettivamente coi punti, in cuia seca i piani « ed a 
tangenti ad S in A ed A. 

Supponiamo che a sia un primo lato del quadrilatero a co- 
strursi, e che si voglia che i lati di questo quadrilatero, che 
toccano S in A’ ed A’, sieno opposti fra di loro. Questi due 
lati cadranno allora sulle rette a ed a’, ed il quarto lato dovrà 
toccare S in un punto dell’una o dell’altra delle coniche sezioni 
fatte in S con due piani passanti per la retta A'A” ed armo- 
nici coniugati rispetto ai due piani, che si secano secondo questa 
retta A’ A" e passano luno per a l'altro per a. Uno di questi 
piani deve passare per A, ed è perciò pienamente determinato ; 
l’altro quindi sarà esso pure determinato e passerà pel punto E 
polo del piano À À A” rispetto ad S$. 

Se adunque si dicano e e 9 le coniche sezioni di S coi piani 
AA'A" ed EA'A", prendendo un punto arbitrario A, sopra 
una qualunque delle dette due coniche, si potrà costrurre un 
quadrilatero, di cui un lato cada sulla retta a, i due lati con- 
tigui ad a tocchino S nei punti À ed A’, ed il quarto lato sia 
tangente alla quadrica in A.. 

7. Data la quadrica S, ed i suoi tre punti A, A’, A’, le 
coniche e e 9 sono pienamente determinate: queste coniche cioè 
non dipendono dalla direzione della retta a condotta nel piano « 
pel punto A. Vi ha dunque una infinità di quadrilateri cir- 
coscritti alla quadrica S, di ciascuno dei quali due lati opposti 
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toccano la detta quadrica nei punti dati A’ ed A”, un terzo lato 
la tocca nel punto pure dato A, ed il quarto in un punto ar- 
bitrariamente scelto sopra una qualunque delle coniche e e 9. 

8. I quadrilateri determinati come or ora abbiamo detto non 
sono i soli, che risolvano la questione, che ci siamo proposto 
sul principio del n° 6, nè il sistema delle coniche e e © forma 
intero il luogo dei punti A,, perchè nella ricerca delle soluzioni, 
che abbiamo trovato, del problema supponemmo sempre che due 
determinati, À ed A”, dei tre punti dati dovessero essere punti 
di contatto di S con due lati opposti del quadrilatero. 

Ora manifestamente esistono, e si trovano con ragionamenti 
identici ai sovra esposti, altri quadrilateri circoscritti ad S, di 
cui due lati opposti a ed æ oppure « eda’ toccano S nei punti 
dati A’ ed A, oppure A ed A’, ed un terzo lato tocca la qua- 
drica nel punto pure dato À od A". Il punto di contatto di S 
col quarto lato del quadrilatero, tanto nell’uno quanto nell’altro 
caso, potrà essere un punto qualunque della conica €: oppure, 
quando A" ed A sono punti di contatto di S con due lati op- 
posti del quadrilatero, il punto A, potrà prendersi arbitrariamente 
sulla conica o sezione di S col piano EA"A; e similmente, se 
due lati opposti del quadrilatero sono tangenti ad S in A ed A’ 
il punto A, potrà essere un punto qualunque della conica o" 
sezione fatta in S dal piano EAA. 

Diremo dunque che dati tre punti qualunque A, A’, A" sopra 
una quadrica conosciuta S, e determinato il polo E del piano 
AA’ A’ rispetto ad S, qualunque quadrilatero circoscritto alla 
quadrica data, tre lati del quale tocchino essa quadrica nei 
punti dati A, A’ ed A’, ha il suo quarto lato tangente ad S in un 
punto, che appartiene ad una delle quattro coniche e, p, @, @, 
secondo le quali la S è tagliata dai piani AA'A”, EAA’, 
EA"A, EAA. 

E viceversa, che, se sopra una qualunque delle quattro co- 
niche £, 9, 0, g sopra definite si prenda un punto arbitrario A, , 
è possibile un'infinità di quadrilateri aventi ciascuno i suoi quattro 
lati tangenti ad S rispettivamente nei punti A, A’, A’, A,. 

9. Riguardo a quest’ultima proposizione vi ha però una diffe- 
renza, che merita di essere notata, dal caso in cui il punto A, 
è preso sulla conica e, al caso in cui esso punto A, è scelto 
sopra una delle altre tre coniche o, +, o". 

Quando A, appartiene alla conica £, uno qualunque dei tre 
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punti dati A, A’, A” può essere punto di contatto di S col lato 
del quadrilatero opposto a quello che è tangente ad S in A,: 
quando invece A, è situato sopra ©, o 9 o 4, il lato del 
quadrilatero, che tocca S in A,, è opposto a quello, che è tan- 
gente alla quadrica rispettivamente in A, od A’, od A. 

10. Le soluzioni esposte del problema sono sempre possibili, 
perchè esistono sempre le coniche €, 9, © , 9. Queste coniche 
sono situate in piani generalmente distinti fra loro, epperciò esse. 
considerate per coppie, non hanno, in generale, più di due punti 
comuni. La e seca le ©, o e @ rispettivamente nelle coppie di 
punti A’, A" A", A; A, A’. Le rette EA, EA’, EA’ poi es- 
sendo tangenti comuni alle coppie di coniche 9', 9"; 9", 9; 9, 9 
rispettivamente nei punti A, A, A", i due punti comuni a due 
qualunque delle tre coniche 9, © eg” si confondono in un solo, 
che è uno dei punti dati A, A, A". 

Vi hanno tuttavia casi speciali in cui le coniche e, ©, 9. 9 
sono indeterminate, o non distinte fra loro. Enumereremo questi 
casi ed accenneremo sommariamente, per ciascuno di essi, a che 
cosa si riduca il luogo dei punti A, : 

1° Se due dei tre punti dati coincidono fra loro, cioè se 
due lati dati del quadrilatero da costrursi debbono toccare la 
quadrica in un medesimo punto, il quadrilatero sarà possibile, 
qualunque punto di S si prende per punto di contatto fra $ 
ed il quarto lato del quadrilatero. 

2° Nel caso in cui S è rigata sghemba ed i punti A, A, A” 
appartengano ad una stessa generatrice rettilinea g della S, il qua- 
drilatero avrà tre, od almeno due, suoi lati disposti sulla g, 
ed il quarto lato del medesimo sarà, generalmente, su d’una 
retta qualunque purchè tangente ad S in un punto di g: questa 
retta potendo essere una generatrice qualunque di S di sistema 
contrario a quello, cui appartiene la g, il punto A, potrà essere 
un punto qualunque di $. 

3° Quando, S essendo rigata sghemba, il piano dei tre 
punti dati è tangente alla quadrica in uno A di questi punti, 
ed, in conseguenza, gli altri due punti dati A’ ed A" sono posti 
l’uno sull’una l’altro sull’altra delle generatrici rettilinee g ed h 
della superficie, che passano per A, il punto À, è un punto ar- 
bitrario di g o di À. 

4° Se il piano dei tre punti dati è tangente alla qua- 
drica in un punto differente da ciascuno di essi, due di questi 
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p. es. A’ ed A” sono posti su d'una medesima generatrice ret- 
tilinea g di S ed il punto A, sarà un punto qualunque delle 
seguenti tre generatrici rettilinee della quadrica: la generatrice g, 
la generatrice /, di sistema contrario a quello di g, che passa 
per A, e la generatrice pure di sistema opposto a quello, di cui 
fa parte la g, e secante questa g nel punto armonico coniugato 
del punto fg rispetto ai punti A’ ed A’. 

5° Nel caso in cui S sia un cono, il punto A, può es- 
sere preso arbitrariamente sulla quadrica, ossia, qualunque sieno 
quattro punti A, A, A", A, di un cono di secondo ordine, 
esiste sempre un quadrilatero avente i suoi quattro lati tangenti 
in essi punti alla superficie. Se infatti, si immaginano i piani 
tangenti in quei punti alla quadrica, ed i fasci di raggi giacenti 
nei detti piani, aventi 1 centri nei punti dati, e tali che il primo 
di essi sia prospettivo al secondo, il secondo al terzo ed il terzo 
al quarto, il primo e l’ultimo di questi fasci sono tagliati dalla 
retta intersezione dei loro piani secondo due punteggiate omo- 
grafiche fra di loro, un punto unito delle quali è il vertice del 
cono. Queste punteggiate hanno dunque ancora un altro punto 
unito reale, che determina un quadrilatero soddisfacente alle 
condizioni volute. 

Manifestamente la proposizione è pur vera nel caso in cui 
la quadrica S è cilindrica. 

11. Sia M un punto arbitrario della conica 9. Poichè i quattro 
punti A, A’, A", ed M non sono in uno stesso piano, ed esiste 
un quadrilatero, i cui lati toccano S nei detti punti, i piani 
AMA’, AMA” sono (n° 6) reciproci fra di loro rispetto ad S. 
Da ciò risulta che il cono di second’ordine, che ha il vertice in A 
e per direttrice la gd, è il luogo delle intersezioni delle coppie 
di piani reciproci rispetto ad S, i due elementi di ciascuna delle 
quali passino l'uno per la retta AA’, l’altro per la retta AA’. 
Medesimamente le coniche ¢ e ©” sono le intersezioni di S coi 
due coni generati ciascuno da due coppie di fasci omografici di 
piani aventi per assi le rette AA’, A'A pel primo di essi coni, 
AA, A’A’ pel secondo, in ciascuna delle quali coppie di fasci 
ogni elemento dell’un fascio sia reciproco, rispetto ad S, dell’ele- 
mento corrispondente dell’altro. 

Se dunque P sia un punto reale comune ai tre coni ora 
nominati, i piani PA A", PA'A, PAA’ sono due a due re- 
ciproci fra loro rispetto ad S, ossia questi piani sono tre facce 
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di un tetraedro coniugato della quadrica: e, detti I, I°, I" i se- 
condi punti, nei quali S è incontrata rispettivamente dagli spi- 
goli PA, PA’, PA" di quel tetraedro, i piani IA'A", IAA, 
TAA’ passano pel polo E del piano AA'A" rispetto ad S, 
cioè sono i piani delle coniche 9, 9, +. 

Viceversa quando si conosca un tetraedro coniugato di S, tre 
spigoli del quale concorrenti in uno stesso vertice P passino ri- 
spettivamente pei punti dati A, A, A’ della quadrica, ritenuta 
la definizione poc'anzi data dei punti I, I’, I°, i piani IAA, 
TA'A, Ll'AA' sono quelli delle coniche ¢, 9’, g". 

12. Cerchiamo se esistano, quanti siano, ed in qual modo 
si determinino punti come il P ora accennato, tali cioè che, da 
uno qualunque P di. essi tirando le rette (fig. 3°) PA, PA, 
PA’ ai tre punti dati della quadrica S, e su queste rette se- 
gnando rispettivamente i punti Q, Q', Q reciproci di P rispetto 
ad S, il tetraedro PQQ'Q’ sia coniugato della medesima $. 

Continuiamo a dire «, a’, « i piani tangenti ad S nei punti 
A ,.A', A", e sieno h, h', h” le intersezioni delle coppie di piani 
x,a a, ax; a, a. Le rette 4, k, k’, che hanno comune il punto E 
polo del piano A A'A” rispetto ad S, passano rispettivamente pei 
punti Q, Q’, Q'; i piani RA, HA, L'A contengono, il primo 
di essi la retta AP, il secondo la retta A'P, il terzo la retta 
A"P, ed, in conseguenza, questi tre piani passano tutti per la 
retta PE, la quale è dunque nota, e noi chiameremo p. 

I punti come P, dovendo trovarsi su questa retta p e sul 
cono, che ha il punto A per vertice e la conica @ per direttrice, 
non saranno più di due: non esistono dunque più di due te- 
traedri coniugati di una quadrica S, aventi tre loro spigoli con- 
correnti in uno stesso vertice, i quali passino per tre punti dati 
sulla quadrica. 

I due punti P, comuni al detto cono Av ed alla retta p, 
sono le intersezioni di p colle generatrici di quel cono, che giac- 
ciono nel piano KA, ossia colle congiungenti il punto A ai punti. 
in cui S è tagliato dalla retta Æ intersezione del piano della 
conica ọ col piano AA: epperciò i due punti P saranno reali 
od immaginari, secondo che la retta % seca, o non seca, la co- 
nica 0 intersezione della quadrica S col piano AA. 

Dicasi O il punto in cui il piano LA taglia la retta A'A”: 
la retta % sarà la congiungente i punti E ed O. E siccome la 
retta À è polare reciproca rispetto ad S della retta AA", il 
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punto O è il polo della stessa retta À rispetto alla conica è: 
ossia le due rette % e k concorrenti in E sono due rette reci- 
proche rispetto a questa conica ò. Ora le tangenti condotte da E 
alla è sono reali, perchè una di esse è la retta FA: quindi 
delle due rette % e À una seca è in due punti reali, l’altra 
in due punti immaginari. 

Condizione dunque necessaria e sufficiente perchè sieno reali 
i due punti P, ossia perchè esistano i due tetraedri coniugati 
della S, dei quali parliamo, è che la retta % (intersezione di 
due piani tangenti alla quadrica) non sechi la S, ossia che questa 
quadrica non sia rigata. 

13. È però sempre da ritenere che, anche nel caso in cui 
non esistano tetraedri coniugati di S, di cui tre spigoli non posti 
in una stessa faccia passino pei punti dati A, A’, A". ossia che, 
anche quando S è una quadrica rigata, sempre esistono le co- 
niche s, ©, Q’, ®', epperciò sempre si possono costrurre quadri- 
lateri, in numero infinito, circoscritti ad S, ciascuno dei quali 


abbia tre suoi lati. che tocchino questa quadrica nei punti dati 
A, A, A’ della medesima. 














